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ABSTRAKT 
Kornherr Milan: Zakružování pásů 
 
Tato práce řeší teoretický rozbor role plastické deformace u procesu zakružování 
pásů. Vysvětluje průběhy napětí při zatěžování a při odlehčování. Práce se dále 
zabývá výpočtem odpružení a ohybového momentu při určitém zakřivení pásů. 
Zpráva obsahuje ilustrativní příklad doplněný výpočtovým programem. 
 







Kornherr Milan: Strip rolling 
 
This bachelor thesis focuses on theoretical analysis of the role of plastic 
deformation in the process of rolling strips. The work explains progress of stress 
waveform during straining and lightening. This work also focuses on computing 
of spring loading and bending moment due to specific curvature of strips. Report 
at the end of this work includes an illustrative example with executional 
program.  
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ÚVOD 
 
Zakružování spadá do procesu plošného tváření a je to velmi obsáhlá kapitola. V této 
práci se budeme zabývat teoretickým rozborem plastické deformace v zakružování. 
Rozebereme si fáze ohýbání a jejich průběh napětí, odpružení materiálu a zbylá pnutí při 
uvažování pružně plastického materiálu. A na toto téma si spočítáme ilustrativní příklad. 
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1. ZAKRUŽOVÁNÍ [1] [2] [3] 
1.1. Úvod do problematiky zakružování 
 
Zakružování je jeden z druhů technologie ohýbání.  Jedná se o ohýbání pásů mezi 
válci. Princip zakružování je ten, že materiál je posouván mezi válce, které se buď jen 
samovolně otáčejí, nebo jsou poháněné. Polohu válců můžeme regulovat, abychom dostali 
požadovaný tvar pásů. Zakružování je technologie tváření za studena. Ale to platí pouze pro 
pásy do tloušťky 30mm. Pokud máme tlustší pás, musíme ho ohřát a zakružovat za tepla. Tato 
technologie se provádí na strojích, které se nazývají zakružovačky. Jedno z hledisek rozdělení 
zakružovaček je dělení podle počtu válců. V této práci se budeme zabývat jen tří-válcovými 
zakružovačkami.  
Pokud se chceme zabývat stanovením sil nebo zjistit velikost přetvoření u 
zakružování, budeme používat teorii obyčejného ohýbání. Protože zakružování je ohýbání 












Schéma tří-válcové zakružovačky 
 
 
1.2. Deformace při zakružování 
 
Deformace je změna tvaru tělesa za působení napětí. Při ohýbání dochází ke dvěma 
druhům deformace. Pokud těleso zatížíme a poté odlehčíme a neprojevují se žádné změny 
tvaru, říkáme, že se jedná o pružnou deformaci. Tato deformace má závislost mezi působícími 
napětími a vnikajícími deformacemi buď lineární, nebo nelineární. Tyto závislosti jsou 
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zobrazeny v obrázcích 1.1 a 1.2 při jednoosé napjatosti. Jestliže je těleso po odlehčení 














   obr.1.1 závislost σ= σ (ε) pro případ                obr.1.2 závislost σ= σ (ε) pro případ 
    lineární pružnosti                                               nelineární pružnosti 
 
Od určitého poloměru ohybu vznikají v povrchových vrstvách plastické deformace. A 
při pokračujícím ohybu dochází ke zvětšení plastické vrstvy. Stav deformace při ohýbání je 
obecně prostorový, ale z důvodu, že ohýbaný materiál má průřez pravidelného čtyřúhelníku, 
který má šířku řádově srovnatelnou s tloušťkou, můžeme předpokládat jednoosou napjatost. 
Jednoosá napjatost je napjatost v bodě trojrozměrného tělesa, kdy jsou dvě z hlavních napětí 
rovny nule. 
Při ohýbání nejdříve dochází k pružné deformaci a po překročení meze kluzu dochází 
k prvotní plastické deformaci. Celková deformace ε je součet plastické εp a pružné deformace 
εe (obr.1.3). 
 
                                                                              
 
 
                                                                      




 obr.1.3 Vznik plastické deformace 
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Plastická deformace vzniká v materiálu po překročení určité hodnoty napětí. U 
jednoosé napjatosti se tomuto napětí říká mez kluzu. Tedy podmínka plasticity při jednoosé 
napjatosti charakterizující vznik plastických deformací zní: 
                  (1.2) 
 
1.3. Určení meze kluzu 
 
Hodnota meze kluzu se určuje z pracovního diagramu. Ten je buď s výraznou mezí 
kluzu, tzn. že z diagramu můžeme přímo odečíst hodnotu obr.1.4.  A nebo, jsou materiály bez 
výrazné meze kluzu obr.1.5. U těchto materiálů se to určuje hůře, proto se mez kluzu určuje 
jako napětí, které způsobí určité přetvoření, např. ε =0,2%. Pak se tato hodnota meze kluzu 
označuje σK0,2. 
 
                  
 
obr.1.4 závislost σ= σ (ε)                                    obr.1.5 závislost σ= σ (ε)  
    s výraznou mezí kluzu                                         bez výrazné meze kluzu 
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2. PROCES ZATĚŽOVÁNÍ  [1] [4] 
 
Jak jsme uvedli výše, budeme se zabývat ohýbáním materiálu o průřezu pravidelného 
čtyřúhelníku s malým zakřivením, který má šířku srovnatelnou s tloušťkou. S tímto poměrem 
šířky a tloušťky budeme předpokládat jednoosou tahovou napjatost na jedné straně od 
neutrální osy, nebo jednoosou tlakovou napjatost působící na druhé straně od neutrální osy.  
Dále budeme počítat s tělesem, které je ideálně plastické a u kterého nebudeme uvažovat 
zpevňování materiálu. Ale budeme uvažovat pružnou deformaci.  
 
2.1. Fáze 1 
 
Při prvním zatížení nastává elastická deformace obr.2.1. Vidíme, že průběh přetvoření 
a napětí má lineární charakter. Tyto hodnoty lze vyjádřit ze vztahu: 
 
              (2.1) 
 
Kde x je vzdálenost od střední čáry k požadované vrstvě. 
Také známe Hookův vztah, který dosadíme do předešlé rovnice. 
   ·              (2.2) 













    obr.2.1 Elastická deformace 
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Z obr.2.1 vidíme, že na povrchu materiálu bude největší napětí a prodloužení, proto za x 
dosadíme  
    Kde s je tloušťka materiálu.          (2.4) 
 
Poté 
                                                          (2.5) 
 σ  E ·                                                                                                                                          (2.6) 
 
Hodnotu maximálního momentu zjistíme po dosazení největší hodnoty napětí, které působí na 
povrchu materiálu v příčném průřezu ohýbané tyče. Kde s je tloušťka a b je šířka 
  · ·                                                                                                                          (2.7) 
 
Vztah mezi zakřivením a momentem dostaneme po dosazení napětí  do rovnice (2.7). 
   · · ·





   je I - osový kvadratický moment 
   ·  ·                                                                                                                           (2.9) 
 
 
2.2. Fáze 2 
 
Tato fáze nastává, pokud je ohýbaná součást zatěžována takovým napětím, že 
v materiálu jsou stále pružná přetvoření. Po překročení této hodnoty napětí (tohoto stavu 
dosáhneme, pokud budeme zvětšovat ohyb, respektive poloměr zakřivení) se na povrchu 
tělesa začnou vytvářet první plastické deformace. Tomuto napětí říkáme mez kluzu. 
Z obrázku 2.2 vidíme, že po dosazení meze kluzu σ na místo σ na povrchu tělesa je 









  BAKALÁŘSKÁ PRÁCE 













Obr.2.2 Poslední fáze elastické deformace 
 
2.3. Fáze 3 
 
V této fázi se začínají vytvářet první plastické deformace, které jsou úměrné poloměru 
zakřivení. Tzn. se zvětšujícím se ohybem, narůstají plastické deformace a začínají ubývat 
elastické deformace. Z obrázku 2.3 je patrné, že elastické deformace jsou okolo střední čáry a 
k povrchu už nezasahují.  Hodnotu velikosti těchto nedeformovaných vrstev e určíme 
z rovnice 2.3 a z požadavku, aby napětí σna povrchu materiálu (x   se rovnalo hodnotě 
meze kluzu σ 












Obr.2.3  Plastická def. a elastická def. okolo střední čáry    
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S určitou tloušťkou e se v ohýbaném materiálu znázorní průběh osových napětí ve 
tvaru lichoběžníka. Pro vyjádření momentu M musíme získat hodnotu velikosti napětí 
v lichoběžníku. To zjistíme odečtením trojúhelníka ADE od obdélníka ABCE obr. 9. Moment 
tedy bude 
  ·% ·  &
·'
 ·  
·
% ·  · (1 &
'
*·+                                                                (2.12) 
 
Po dosazení rovnice tloušťky nedeformované vrstvy e do rovnice (2.12) dostaneme 
závislost mezi ohybovým momentem a zakřivením pásu v oblasti plastických deformací. 





-                                                                                        (2.13) 
 
 
2.4. Fáze 4 
 
Dále se zvětšujícím se ohybem se snižuje nedeformovaná vrstva e, až klesne úplně na 
nulu. Takže už v materiálu nejsou žádné elastické deformace. Tvar osového zatížení už není 
do lichoběžníku, ale je ve tvaru obdélníku (obr.2.4). Velikost ohybového momentu je tedy  
   
.  ·















           obr.2.4 Ohyb bez pružné deformace. 
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2.5. Závislost momentu na zakřivení 
 
Na obr.2.5 vidíme závislost ohybových momentu a zakřivení tyče. Je zřejmé, že 
hodnota MG při uvažování ideálně plastického materiálu je o 50% vyšší než hodnota 
ohybového momentu MP, který je v okamžiku prvních plastických deformací. Křivka 
udávající závislost je dána vztahy: 
 
Od 0 do ohybového momentu MP: 
  ·

 ·                         (2.15) 
 
Od ohybového momentu MP je křivka dána vztahem: 









Tato křivka se blíží limitně hodnotě MG, kde MG má hodnotu: 
.  ·


















Obr.2.5 Diagram závislosti ohybového momentu na zakřivení. 
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2.6. Práce při ohýbání 
 
Práce A je práce, kterou vykonává ohybový moment pro určité zakřivení (nebo pro 
úhel ohybu α1). Z obr.2.6 je zřejmé, že velikost potřebné práce je dána plochou pod křivkou.   
/  0  · 12345                                                                                                                     (2.18) 
 
 
Nebo je možno práci A vyjádřit vztahem: 
/  6 ·  · 2  6 ·  · 7                                  (2.19) 
Kde zakřivení 7 se rovná v našem případě úhlu ohybu 2   
 
 
Kde M1 je hodnota ohybového momentu potřebného na ohyb součásti o úhel ohybu α1 
λ je součinitel plnosti diagramu, který je dán rovnicí: 
λ  0 9·:3
;4
<
=4·>4                                                                                                           (2.20) 
 
z rovnice vyplívá, že λ je poměr plochy pod křivkou momentů k ploše obdélníku o stranách 
M1 a α1.(obr.2.6) 
 
 
Křivka je složena ze 2 částí. 1. část je lineární od 0 do MP, která je dána vztahem (2.15). 2.část 
je od Mp výš, dána vztahem (2.16). Proto musíme zjistit plochu pod křivkou 1. a sečíst ji 
s plochou pod křivkou 2. Dostaneme vztah: 
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obr.2.6 Diagram závislosti ohybového momentu na zakřivení s vyznačenou prací 
 
Z obr.2.6 vidíme, že λ pro plastickou oblast se pohybuje v intervalu od 0,5 do 1. 
Hodnota λ=0,5 je na počátku prvních plastických deformací a pokud se λ blíží 1, znamená to, 
že ohýbáme materiál s velmi velkým zakřivením.  
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3. PROCES ODLEHČOVÁNÍ  [1] [4] 
3.1. Odpružení 
 
Odpružení je nežádoucí jev v ohýbání pásů. Po ukončení zatěžování se materiál snaží 
dostat do původní polohy (obr.3.1), z důvodu pružných deformací kolem neutrální osy. 
Odpružení ovlivní způsob ohýbání, volba materiálu, velikost zakřivení a tloušťka materiálu. 
Odstranění odpružení můžeme dosáhnout například tím, že materiál zakroužíme s větším 



















Obr.3.1 Schéma ohýbaného tělesa 
 
 
Zvětšujeme-li ohybový moment od bodu 0 do P, vznikají v materiálu pouze pružné 
deformace. Pokud moment zvětšujeme až do hodnoty A, v materiálu se tvoří plastické 
deformace (obr.3.2). Po odlehčování, tedy po snižování momentu, už v materiálu nevznikají 
žádné další plastické deformace. Ale vzniká zpětná pružná deformace. Odlehčovací přímka 
AB je rovnoběžná s přímkou pružného zatěžování 0P. Až ohybový moment klesne na nulu, 
tak se změní křivost z C na 












  BAKALÁŘSKÁ PRÁCE 
 13  
 












E-modul pružnosti v tahu 
 
 
         obr.3.2 závislost mezi ohybovým momentem a zakřivením při zatěžování a odlehčování 
 
 
α a α‘ jsou úhly ohybu ramen tvářecího materiálu. Ze vztahu 
2 · !  2D · !D  L               (3.3) 
l – délka oblouku 
 
po dosazení rovnice X do rovnice X dostaneme: 
2 & 2D  9·7$·F               (3.4) 
 
Nebo pro široké pásy 
2 & 2D  9·7·GHIJ$·F                       (3.5) 
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Kde 
α-úhel ohybu před odlehčením 





3.2. Zbylá pnutí 
 
Průběh podélných napětí při ohýbání je znázorněn na obr.3.3, kde napětí σel.plas. je napětí 
elasto-plastické. Při odlehčování působí v materiálu elasticko-fiktivní napětí σel.fikt. (obr.3.4), 
které má lineární(elastický) charakter v průřezu pásu a má stejnou velikost ohybového 












        Obr.3.3 průběh elasticko-plastických                obr.3.4 průběh elasticko-fiktivního    
         napětí při zatěžování                                         napětí při odlehčení 
 
 
Zbylá pnutí σzb.pnutí vznikají v materiálu tím, že deformovaná vlákna brání pružným 
vláknům vrátit se do původní polohy před začátkem ohýbání. Průběh zbylých pnutí získáme 
sečtením průběhu napětí při ohýbání σel.plas s průběhem napětí při odlehčování σel.fikt.(obr.3.5) 
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Obr.3.5 Průběh zbylých pnutí  
 
3.3. Následek zbylých pnutí 
 
Na obr.3.5 vidíme, že na vnitřní straně materiálu po odlehčení jsou zbylé napětí tahové. 
Ale při zatěžování bylo na tom samém povrchu tlakové napětí. A na vnějším povrchu 
materiálu je to naopak, zbylá pnutí jsou tlaková, zatímco při plném zatížení bylo tahové. 
Tento jev je důsledkem vzniku zbylých pnutí v materiálu při vzniku plastických 
deformací. Pokud profil budeme ohýbat stejným smyslem jako při počátku, budeme muset 
překonat nejprve zbylé napětí a tím se nám zvýší potřebný moment na dosažení prvních 
plastických deformací. Zatímco na počátku jsme začínali s napětím nulovým, proto nám stačil 
menší moment na vznik prvních deformací. Tyto momenty jsou zakresleny v obr. 3.6.  
 











                           
                                               obr.3.6 Vliv napětí na pevnost ohnuté součásti 
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Z diagramu také plyne, že zatížíme-li součást opačným smyslem momentu než je součást 
ohnuta, bude nám stačit menší moment než při opačném smyslu zatěžování. Protože vyvolané 
napětí při ohýbání se sečte se zbylým napětím v materiálu. Z toho plyne, že ohnutá součást, 
která se v provozu bude také zatěžovat na ohyb, by měla být zatěžována stejným smyslem 
ohybu, jako byla vyráběna.  
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4. VÝPOČETNÍ PROGRAM  [5] [6] 
 
Přiložený soubor obsahuje algoritmus, který je vytvořen v programu Matlab a slouží k 
výpočtu základních silových a kinematických parametrů procesu zakružování na základě 
vstupních údajů o materiálu a geometrii zakružovaného pásu. Matlab je integrované prostředí 
ve kterém lze řešit návrhy algoritmů, simulace a jiné numerické výpočty. V našem případě 
postačí, že program umí přepočítávat algoritmus, pokud měníme vstupní hodnoty.  
 
 
4.1. Ilustrativní příklad: 
 





Máme ocelový pás o tloušťce s a šířce b, který je zakružován na tří-válcové zakružovačce. 
Pás je z materiálu s mezí kluzu σk. Válce nejsou poháněny. Požadovaný poloměr pásu je ρ‘. 
Určete velikost síly F, která posouvá pás na konci materiálu. Dále zjistěte síly na válce, 
jestliže jsou odsazeny od sebe o úhel β.(Obr.4.1) Určete, jaké musí být zakřivení při 














obr.4.1 Zakružování pásů pomocí tří-válcové zakružovačky 
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Řešení: 
 
Síly FB a FC, které jsou vyvíjeny posledním a středním válcem, se protnou ve středu 
zakřivení O, protože nejsou poháněny. Posuneme-li posouvající sílu F do bodu A, kde působí 
síla FA na válec, musí výslednice T obou sil procházet také středem křivosti, z důvodu 
zachování podmínky rovnováhy. 
 
 






$·[                                             (4.1) 
 





-                                                                  (4.2) 
 
 
! - poloměr před odpružením 
!\- poloměr po odpružení       
 
Jestliže chceme, aby zakružovaný materiál měl poloměr !\, musíme ho zakroužit na poloměr 
!. Materiál se pak v důsledku odpružení vrátí do polohy s poloměrem !\. 
Když už známe !, můžeme vypočítat potřebný ohybový moment M1 z rovnice (4.2) 
 
Z momentové podmínky k bodu B se sily FC a T musejí rovnat 
Ramena těchto sil jsou 
]  ! · sinab             (4.3) 
 
Protože vzdálenost ramen jsou stejné, budou stejné i velikosti sil FC a T 
cd  e  94f              (4.4) 
 
Ze silové podmínky rovnováhy ve svislem směru plyne 
cg  cd · cosab W e · cosab  2 · cd · cosab          (4.5) 
 
Síla F vykoná práci A=F·l, kde l je délka posunutí materiálu. Tato práce se musí rovnat práci 
potřebné k ohybu materiálu, tj. AO=6 ·  · 7                                                                       (4.6) 
    /  /j 
c · L   6 ·  · 7   k c 
94·l
               (4.7) 
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Kde λ je součinitel plnosti diagramu dle odst.2.6                (4.10) 
 
Práce potřebná pro ohyb  
/  6 ·  · 7                                                                                                                       (4.11) 
Kde l je celková délka ohýbaného pásu 
 
Teď už známe sílu F a T, nyní můžeme vypočítat přítlačnou sílu na první válec FA 
cm  √e & c                       (4.12) 
     
 
 
4.2. Numerický výpočet pomocí programu 
 
Za předpokladu, že výpočetní algoritmus je napsán bez chyb, je výpočet mnohem 
efektivnější než ruční počítání. Největší výhodou je, že můžeme libovolně měnit vstupní 
údaje, které program za poměrně krátkou dobu přepočítá. 
Matlab nepodporuje psaní řeckých znaků a indexy, proto jsou uvedeny jinými 
symboly. Vše je uvedeno v základních jednotkách. 
 
σk = sigmak 
β = beta 
!\= P 
! = R 
!p = R1 




b = 0.0300 
s = 0.0050 
sigmak = 235000000 
E = 2.1000e+011 
P = 0.4000 
beta = 30 
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Výstupní údaje: 
I = 3.1250e-010 
R = 0.3158 
M1 = 43.7691 
c = 0.1579 
Fc = 277.2297 
T = 277.2297 
Fb = 480.1759 
R1 = 2.2340 
lambda = 0.8711 
F = 120.7501 
Fa = 249.5510 
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ZÁVĚR 
 
Vypracováním této práce jsem se seznámil s problematikou zakružování. Na začátku 
jsem popsal proces zakružování a vyskytující se deformace při ohybu. Dále jsou vysvětleny 
průběhy napětí v ohýbaném materiálu a velikost momentu při postupném zvyšování 
zakřivení. V dalších bodech jsem uvedl problém odpružení a zbylých pnutí v pásu. Na tuto 
problematiku jsem vytvořil program, který počítá základní silové parametry. Na konci práce 
je uveden ilustrativní příklad, na kterém je aplikovaná předchozí teorie a program. Vše je 
vysvětlováno pouze na ideálně pružně plastickém materiálu. Dalším krokem při zpracování 
tohoto problému je použití materiálu se zpevněním. 
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Seznam použitých symbolu: 
Symbol             Jednotka               Popis 
 
σ [MPa] Obecné napětí 
σk [MPa] Napětí na mezi kluzu   
σk0,2 [MPa] Smluvní mez kluzu při prodloužení o 0,2% délky 
σs1 [MPa] Napětí na povrchu při elastickém zatěžování 
σMN.PQRSí [MPa] Napětí zbylých pnutí 
σU.PVS. [MPa] Elasto-plastické napětí 
σU.XYZS. [MPa] Fiktivní napětí 
E [MPa] Modul pružnosti v tahu 
ε [  -  ] Délková deformace 
ε1 [  -  ] Délková deformace při napětí σs1 
εe [  -  ] Elastická délková deformace 
εp [  -  ] Plastická délková deformace  
x [  m ] Vzdálenost od osy ohýbaného profilu  
ρ [  m ] Poloměr ohybu před odpružením 
ρ‘ [  m ] Poloměr ohybu po odpružení 

  [  -  ] Zakřivení před odpružením 

D  [  -  ] Zakřivení po odpružení 
S [  m ] Tloušťka ohýbaného profilu 
B [  m ] Šířka ohýbaného profilu 
M [Nm] Obecný ohybový moment 
M1 [Nm] Určitý ohybový moment 
Mp [Nm] Ohybový moment pro maximální pružnou deformaci 
MG [ Nm] Ohybový moment pro maximální plastickou def. 
I [  m4] Moment setrvačnosti 
e [  m ] Velikost elastické zóny v ohýbaném profilu 
Α [  J ] Obecná práce 
A0 [  J ] Práce potřebná pro ohyb 
α [ ° ] Úhel ohybu před odpružením 
α1 [ ° ] Úhel ohybu při zakřivení  
α‘ [ ° ] Úhel ohybu po odpružení 
αp [ ° ] Úhel ohybu při maximální pružné deformaci 
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Symbol             Jednotka               Popis 
 
λ [  -  ] Součinitel plnosti diagramu 
µ [  -  ] Poissonovo číslo 
l [  m ] délka ohýbané části 
c [  m ] vzdálenost odsazení válců 
FA [  N ] Síla na válec A 
FB [  N ] Síla na válec B 
FC [  N ] Sila na válec C 
F [  N ] Síla na posouvající pás 
T [  N ] Výsledná síla na válec A  
 
 
 
